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4 IT - EXERCICES D'ECIHANTILLONNAGE

IExerciEe 1l

Une urne contient des jetons de trois sortes : 30% sont marqués 1, 50% sont marqués 2
et les 20% restant sont marqués 3. On tire au hasard avec remise deux jetons et on
désigne par Xj, respectivement X3, le nombre de points amenés par le premier resp. le

. X1+X
second tirage. On calcule alors la moyenne et on note X = 1 5 2 1a variable aléatoire

ainsi définie appelée moyenne d'échantillonnage.

1) Construire le tableau donnant toutes les valeurs possibles du couple (X1, Xz), la
probabilité de chaque couple et la valeur correspondante de la moyenne empirique.

2) Calculer E(X), E(X), V(X) et V(X).

3) Tracer le dLagramme en batons des lois de X et X en utilisant deux graphiques
séparés mais les mémes échelles sur les axes pour les deux graphiques.

Exercice 2

On considére une population dans laquelle on veut étudier un certain caractere
‘quantitatif. On tire dans cette popula’aon deux ec:hantﬂlons au hasard, avec remise,

taille respechvement@ et@p On note X1 et Xz les mozenn s empiriques du caractére
calculées sur chacun des deux échantillons.

1) Caleuler E(;- Xp) et Vg %). - 5

oo L XX n 1 X1 + mXp
2) Vérifier que les variables ) e n 2

mathématique et déterminer celle qui a la plus petite variance.

! Exercice 3|

Soit X une v.a. de loi N(m, 0), avec m = 2000, 6=330,et X =
empirique d'un n-échantillon (X1, ..., Xn) de la variable X.

ont méme espérance

X1+..+Xp
n-—— la moyenne

1) Rappeler les hypotheses satisfaites par les variables Xj, ..., Xp, puis calculer E(X) et
V(X). Quelle est la 101 de X sion supposequen=9?

2) Sachant que n = 9, déterminer_le plus petit inter mtervalle contenant X avec une
probabilité 0,9. On note r le rayon nde cet intervalle.

3) Déterminer l_a/ia_J;Le minimale d'échantillon & considérer pour que le rayon de cet
intervalle n'excéde pas r/2.
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Exermce 4

“"On admet que Ja population francaise comporte 10% de g: gauchers Om tire au‘haSE.Cf n

individus dans la population, on note Xu le nombre de gauchers dans I échantillon
Xn

tiré et on pose Yn ="~

1) Donner une interprétation pour QXPreﬂser la loi de X, et en déduire les valeurs de

E(Yq) et V(Yn) en fonction de n.
2) Dans le cas olt n = 10, expliciter la loi de Yy, (valeurs et proba.) et calculer P(Yn > 0,2).
3) En utilisant la loi de Xp, et les tables, calculer P(Yn > 0,2) pour n = 20, 40 puis 50.
4) En utilisant les résultats précédents que peut-on dire de la suite des variables Yp, et
de leur loi quand n augmente indéfiniment ?

Exercice 5

On tu:e@gb_ri/sé n boules dans une urne comportant@@de boules(blanches et

de boules(rbires, et on note F la proportion de-boules blanches dans1'échantillon fir&——
1) Dans le cas ou n = 20, calculer la probabilité que la proportion de boules blanches

dans 1'échantillon tiré excéde 50%.
2) Méme question dans le cas ot n = 150.

Exercice 6

Toujours dans la méme urne (cf. exercice 5), on tire avec remise deux echanhllons de .. -
taille n et on note Fy, respectivement-Fy, la proportion-de botles blanches dans le

" “premier, resp. le second, échantillon tiré.

1) Dans le cas oii n = 75, calculer la probabilité que les proporhons observées dans les
deux échantillons différent de plus de 10%.

2) Déterminer le plus petit entier n de sorte que cette probabilité n'excéde pas 10%.

Exercice 7| - - B L

Soient X une variable de loi normale N{m, o) et (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon de X.

| Ny X; - m)2

On considéreles v.a.: U= ZXI z K- m)” et W= E (X - X)z
i=1 O i=1 o2 o2

1) Calculer l'espérance mathématique et la variance des vanables U et V :

2) Donner les lois des variables U, Vet W, et préciser les valeurs de E(W) et V(W) .

Exercice 8

Soient X une variable aléatoire de moyenne m et de vananée o2 et (X1, X2, .., Xn) un

n-échantillon de X. On note S la variance empirique et S' la vanance empu'lque' 5

corngee o

\1) Pourquoi peut-on dire que les v.a. S et S' sont des statisques d'échantillonnage ?

Calculer E(Si) et E(S'n)..;Donner les lois des variables Si et S'i :
10 |
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2) On niote S, resp. S'y l'écart type empisique, resp. l'écart type empirique corrigé, quels
résultats du cours permettent de dire que ces deux statistiques convergent vers ¢ ?

Exercice 9|

Soit T une variable aléatoire admettant pour densité de probabilité :
' _ |kt site[0,a]
ik { 0  sinon
On considére un n-échantillon (Ty, Ty, ... Tp) de la v.a. T, et on pose
My = max(Ty, T, ... Tp).

1) Déterminer k en fonction de a de sorte que f soit une densité de probabilité, puis
calculer E(T) et V(T). Calculer la fonction de répartition F de T.-

2) Déterminer la fonction de répartition de la variable Mp. Calculer E(Mp) et V(My).
Déterminer la limite de E(Mp) et V(My) quand n tend vers 1'infini.
3) En déduire que My, converge en moyenne quadratique vers a.

?I

Exercice 10| (optionnel) s
Soient X une variable aléatoire dont la loi est définie par la foriction :

1 e N

s i xe[6,1 ™

£(x) = {1-9 SEBI eco<t.
0 sinon

et Zn— min(Xy, Xy, ... Xp) oi1 (X1, X2, ... Xp) estunfi-échantillon de la variable X.

1) Donner I'ensemble des valeurs prises par Zp puis calculer P(Z, > z) pour z&[6, 1].
/ Potrquotest-itustifté-de pepsér que E(Z4)>8 ?
2) Calculer E(Zy,) et montrer F que lim E(Zn -0)=0.

3) En utilisant la que

SW montrer que Zp, converge en loi vers une variable Z* dont* ]
on définira la 101

Exercice 11

Dans la ville de B., une entreprise de ramassage d'ordures ménageres dispose de
bennes d'une capacité de 5,5 tonnes de charge utile avec lesquelles elle effectue ses
tournées. L'expérience montre que le long d'une tournée en centre ville le poids des
ordure? enlever par conteneur standard peut étre modélisé par une variable
aléatoire X)de moyenne 50 kg et d the 30 kg

1) Calculer le nombre maximum de conteneurs qu'une benne pourra relever au cours
d'une tournée sans excéder sa capacité maximale avec une probabilité de 95%.
2) Méme question si 'on admet que la benne peut accepter une surcharge de 500 kg.

Exercice 12 '7

N
Un promoteur immobilier s'appréte & construire un ensemble d'appartements en "
centre ville. Une étude antérieure a montré qu'en ville 3 ménages sur 5

possédent une automobile. Combien d'emplacements de ‘parking doit-il prévoir dans

11
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un qemem dp 425 logements s'il veut satisfaire la demande avec w&%
de £0

Au prea}able on précisera les éléments du modele d'inférence adapté a la résolution
de ce probléme.

Exercice 13| (optionnel)

Une étude réalisée dans un fast-food a mis en évidence les deux conclusions suivantes :
- 56% des clients dépensent plus de 8 € pour leur repas,
- le montant moyen des dépenses par client est de 7 € avec un écart type de 1,5 €.

1) Evaluer la probabilité pour que dans un échantillon de 150 clients tirés au hasard,
i) le nombre de ceux qui dépensent plus de 8 € dépasse 92.
ii) le montant moyen des sommes dépensées soit compris entre 5 et 7,5 €.
On explicitera les éléments du modele d'inférence statistique sur lequel repose la
résolution de ce probléme et éventuellement les hypothéses nécessaires.
2) Quelle est la taille minimum de I'échantillon a prélever pour que la probabilité
calculée a la question 1-ii) soit supérieure a 0,99 ?

Exercice 14

Bernard, directeur sportif d'une course cycliste ayant signé la charte anti-dopage, s'est
engagé vis a vis des sponsors a présenter sur la ligne de départ, le jour J, au moins 50

coureurs non dopés. Or une récente enquéte a montré que 60% des coureurs cyclistes .
sont dopés. Il se demande combien de-candidats & 1a course il doit convoquer afin

d'étre en mesure de tenir ses engagements, avec une bonne probabilité.

1) Bernard . pense qu'il faut convoquer 125 cyclistes. Montrez que dans ce cas il n'a
qu'une chance sur deux de parvenir a aligner au moins 50 cyclistes non dopés sur la
ligne de départ.

Indication : on notera Yn le nombre de cyclistes non dopés parmi n convoqués,
donner la loi de Yn, puis montrer que P(Y125 = 50) = 0,5.

2) Bernard convient de son erreur et souhaite que vous l'aidiez a calculer le nombre
minimal n de coureurs a convoquer de facon a étre presque siir , c. a d. avec une
probabilité de 95%, de pouvoir aligner au moins 50 coureurs non dopés sur la ligne
de départ le jour ] ; i.e. pour Bernard, déterminez le plus petit entier n tel que :

P(Yn250)20,95. (1)
Justifier que nécessairement n > 125 ; donner alors une loi approchée pour Yn,
nombre de cyclistes non dopés parmi n convoqués et calculer n.
Indication : la résolution de (I), ameénera & résoudre une inéquation du second

degreen\/_.
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